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摘　　　要：基于集中参数法建立斜交弧齿锥齿轮８自由度动力学模型和动力学方程，综合考虑静态传动误

差、齿面摩擦、齿侧间隙等激励，采用变步长ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解传动系统的动态响应，分析了摩擦因数、重合

度对传动系统振动幅值的影响。结果表明：不同工况下的摩擦因数不同，随着润滑油的减少，摩擦因数增大，

系统的振动位移和法向啮合力增大；随着接触迹线与根锥之间的夹角增大，重合度减小，振动幅值增大，法向

啮合力增大。

关　键　词：弧齿锥齿轮；集中参数法；齿面摩擦；传动误差；动态响应

中图分类号：Ｖ２３２．８　　　　　文献标志码：Ａ

收稿日期：２０１９１０２５

作者简介：李飞（１９８７－），男，博士生，主要从事弧齿锥齿轮动力学研究。

引用格式：李飞，袁茹，朱慧玲，等．计及齿面摩擦的弧齿锥齿轮动态特性［Ｊ］．航空动力学报，２０２０，３５（８）：１６８７１６９４．ＬＩＦｅｉ，ＹＵＡＮ

Ｒｕ，ＺＨＵＨｕｉｌｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｓｐｉｒａｌｂｅｖｅｌｇｅａｒｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｏｏｔｈｓｕｒｆａｃｅｆｒｉｃｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｅｒｏ

ｓｐａｃｅＰｏｗｅｒ，２０２０，３５（８）：１６８７１６９４．

犇狔狀犪犿犻犮犮犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮狊狅犳狊狆犻狉犪犾犫犲狏犲犾犵犲犪狉

犮狅狀狊犻犱犲狉犻狀犵狋狅狅狋犺狊狌狉犳犪犮犲犳狉犻犮狋犻狅狀

ＬＩＦｅｉ１，ＹＵＡＮＲｕ１，ＺＨＵＨｕｉｌｉｎｇ１，ＣＡＯＰｅｉｔａｏ１，ＳＨＥＤｉｎｇｊｕｎ２

（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

ＮｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎＰｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉａｎ７１００７２，Ｃｈｉｎａ；

２．ＨｕｎａｎＡｖｉａｔｉｏｎＰｏｗｅｒｐｌａｎｔＲｅｓｅａｒｃｈＩｎｓｔｉｔｕｔｅ，

ＡｅｒｏＥｎｇｉｎｅＣｏｒｐｏｒａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ，ＺｈｕｚｈｏｕＨｕｎａｎ４１２００２，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｉｚｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｍｅｔｈｏｄ，ａｎ８ｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍｄｙｎａｍｉｃ

ｍｏｄｅｌａｎｄｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｓｐｉｒａｌｂｅｖｅｌｅｄｂｅｖｅｌｇｅａｒｓｗｅｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅ

ｓｔａｔｉｃｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｅｒｒｏｒ，ｔｏｏｔｈｓｕｒｆａｃｅｆｒｉｃｔｉｏｎａｎｄｔｏｏｔｈｃｌｅａｒａｎｃｅｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｌｙ，ｔｈｅｄｙ

ｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｓｏｌｖｅｄｂｙＲｕｎｇｅＫｕｔｔａａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅ

ｓｔｅｐｌｅｎｇｔｈｓ，ａｎｄｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｃｏｉｎｃｉｄｅｎｃｅｄｅｇｒｅｅｏｎｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｅｄｔｈａｔｔｈｅｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏ

ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｗａｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗｏｒｋｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．Ｗｉｔｈｔｈｅｄｅｃｒｅａｓｅｏｆｌｕｂｒｉｃａｔｉｎｇ

ｏｉｌ，ｔｈｅｆｒｉｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｎｏｒｍａｌｍｅｓｈｉｎｇｆｏｒｃｅｉｎ

ｃｒｅａｓｅｄ；ｃｏｉｎｃｉｄｅｎｃｅｄｅｇｒｅｅｗａｓｒｅｄｕｃｅｄ，ｂｕｔｖｉｂｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｎｏｒｍａｌｍｅｓｈｉｎｇｆｏｒｃｅ

ｉｎｃｒｅａｓｅｄｗｈｉｌｅｔｈｅａｎｇｌｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｃｏｎｔａｃｔｔｒａｃｅａｎｄｔｈｅｒｏｏｔｃｏｎｅｉｎｃｒｅａｓｅｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｓｐｉｒａｌｂｅｖｅｌｇｅａｒ；ｃｅｎｔｒａｌｉｚｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｍｅｔｈｏｄ；ｔｏｏｔｈｓｕｒｆａｃｅｆｒｉｃｔｉｏｎ；

ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｅｒｒｏｒ；ｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｓ



航　空　动　力　学　报 第３５卷

　　弧齿锥齿轮具有重合度大、承载能力高、运转

平稳以及接触区对支承的变动敏感等特点，广泛

应用于汽车、直升机等领域。齿侧间隙、摩擦因数

等非线性因素与啮合刚度、传动误差等时变因素

的强耦合作用，弧齿锥齿轮承载传动过程中会产

生振动和噪声，大大影响系统的工作性能。因此，

国内外许多学者大量研究了弧齿锥齿轮的非线性

动力学并取得了相应的研究成果［１３］；王三民

等［４６］基于集中参数法建立正交弧齿锥齿轮８自

由度动力学模型，采用Ａ算符算法计算不同工况

下弧齿锥齿轮的非线性特性，进行了倍周期分岔、

拟周期分岔和跳跃现象的分析；冯治恒等［７８］建立

了考虑时变摩擦因数和摩擦力的螺旋锥齿轮１４

自由度动力学模型，研究了混合润滑状态下的时

变摩擦因数与常数摩擦因数对动态啮合力的影

响；苏进展等［９］建立了弯扭轴耦合动力学模型，分

析了传动误差幅值和重合度对弧齿锥齿轮副振动

的影响；Ｗａｎｇ等
［１０］研究了准双曲面齿轮的非线

性特征，如齿侧间隙、啮合刚度等时变参数的激励

作用，采用非线性时变模型进行动力学分析；考虑

到传动系统的齿面摩擦随着润滑油油膜厚度的不

同而呈现出非线性，Ｃａｓｔｒｏ、Ｌｉｖｔｉｎ等
［１１１２］针对全

膜润滑、边界润滑和混合润滑这三种润滑状态进

行了分析，研究了不同润滑状态下的油膜厚度比

和载荷分配系数，提出齿轮传动一般处于混合润

滑状态并求出该润滑状态下的摩擦因数。

本文研究对象为某直升机主减速器内斜交弧

齿锥齿轮传动系统，基于轮齿接触分析（ＴＣＡ）和

轮齿承载接触分析（ＬＴＣＡ），计算得到传动系统

的时变啮合刚度和摩擦因数，采用集中参数法建

立弧齿锥齿轮传动系统的弯扭轴耦合动力学模

型并推导相应的动力学方程，综合考虑静态传动

误差、时变啮合刚度、齿面摩擦、齿侧间隙等激励，

基于ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法进行求解得到传动系统的非

线性振动响应，并通过改变接触迹线与根锥的夹

角、摩擦因数来研究其对弧齿锥齿轮传动系统动

态响应的影响。

１　动力学模型及方程

图１为弹性支承下的非正交弧齿锥齿轮传动

系统动力学模型，两齿轮的轴交角为Σ，以两齿轮

的轴线交点为坐标原点，以主动轮的轴线为 犡

轴，建立整体坐标系与主动轮的局部坐标系犛ｐ：

犗犡ｐ犢ｐ犣ｐ重合，将犡ｐ 绕犢ｐ 逆时针旋转Σ与从

动轮轴线重合以建立从动轮局部坐标系犛ｇ：犗

犡ｇ犢ｇ犣ｇ。忽略齿轮的摆振，视两齿轮为刚性锥

盘，支撑齿轮的轴和轴承等效作用于齿宽中点，该

传动系统共有８个自由度，即沿３个坐标方向的

移动 自 由 度 和 绕 轴 方 向 的 转 动 自 由 度：

犡ｐ，犢ｐ，犣ｐ，θｐ，犡ｇ，犢ｇ，犣ｇ，θ｝｛ ｇ
Ｔ。

图１　弧齿锥齿轮传动系统动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｏｆｓｐｉｒａｌｂｅｖｅｌ

ｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

弧齿锥齿轮在啮合过程中，两轮齿之间的法

向啮合力的大小、方向和作用点不断变化，为便于

分析，常取齿宽中点犗ｐ、犗ｇ 作为分析点。图中

犜ｐ、犜ｇ 为输入力矩和负载力矩；犽犻犼、犮犻犼（犻＝狆，犵；

犼＝狓，狔，狕）为等效支撑刚度和支撑阻尼；犽ｈ、犮ｍ 为

时变啮合刚度和啮合阻尼；犿ｐ、犿ｇ 为主、从动轮

的集中质量；犲ｎ 为齿轮副的静态传动误差；犫ｍ 为

齿轮副的齿侧间隙；μ为齿轮副的摩擦因数；θｐ、θｇ

为两齿轮的扭转振动位移，规定正方向与齿轮轴

转动方向一致。

齿轮副在啮合时的法向啮合力及沿坐标方向

的分力为

犉ｎ＝犮ｍλｎ＋犽ｈ（狋）犳（λｎ） （１）

犉狓ｐ＝犉ｎｓｉｎαｎｓｉｎδ１＋犉ｎｃｏｓαｎｓｉｎβｍｃｏｓδ１ ＝犉ｎ犪１

犉狔ｐ＝犉ｎｃｏｓαｎｓｉｎβｍｓｉｎδ１－犉ｎｓｉｎαｎｃｏｓδ１ ＝犉ｎ犪２

犉狕ｐ＝犉ｎｃｏｓαｎｃｏｓβｍ ＝犉ｎ犪３

犉狓ｇ＝犉ｎｓｉｎαｎｓｉｎδ２－犉ｎｃｏｓαｎｓｉｎβｍｃｏｓδ２ ＝犉ｎ犪４

犉狔ｇ＝犉ｎｓｉｎαｎｃｏｓδ２＋犉ｎｃｏｓαｎｓｉｎβｍｓｉｎδ２ ＝犉ｎ犪５

犉狕ｇ＝－犉ｎｃｏｓαｎｃｏｓβｍ ＝犉ｎ犪６ （２）

式中犉ｎ为法向啮合力，犽ｈ（狋）为时变啮合刚度，λｎ

８８６１
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为法向相对位移，αｎ 为法向压力角，βｍ 为中点螺

旋角，δ１、δ２ 为分锥角，犪１，犪２，犪［ ］３
Ｔ 为法向啮合

力在 主 动 轮 局 部 坐 标 系 下 的 方 向 余 弦，

犪４，犪５，犪［ ］６
Ｔ 为法向啮合力在从动轮局部坐标系

下的方向余弦，犳（λｎ）为非线性间隙函数

犳（λｎ）＝

λｎ－犫ｎ λｎ＞犫ｎ

０ λｎ ≤犫ｎ

λｎ＋犫ｎ λｎ＜－犫

烅

烄

烆 ｎ

式中犫ｎ为法向间隙的一半。

齿轮副啮合传动过程中一般处于混合润滑状

态，两啮合齿面间存在齿面摩擦力，摩擦力的方向

与大小在一个啮合周期内是时变的，并在啮合节

点处发生转变，在啮合过程中形成一种内部激励。

则齿宽中点处的摩擦力在主、从动轮局部坐标系

下沿各坐标方向的分力及绕坐标轴的摩擦力矩计

算如下：

犉ｆ＝μ犉ｎ犉ｆ犻狓

犉ｆ犻狓 犉ｆ犻狔 犉ｆ［ ］犻狕 ＝狀ｆ犻犉ｆ＝ 狀ｆ犻狓 狀ｆ犻狔 狀ｆ［ ］犻狕
Ｔ
犉ｆ

犕ｆ犻狓 犕ｆ犻狔 犕ｆ［ ］犻狕 ＝狉ｆ犻犉ｆ＝ 狉ｆ犻狓 狉ｆ犻狔 狉ｆ［ ］犻狕
Ｔ
犉ｆ

（犻＝狆，犵） （３）

式中狀ｆ犻＝［狀ｆ犻狓，狀ｆ犻狔，狀ｆ犻狕］
Ｔ（犻＝狆，犵）为局部坐标系

犛犻下的摩擦力方向余弦，狉ｆ犻＝［狉ｆ犻狓，狉ｆ犻狔，狉ｆ犻狕］
Ｔ（犻＝

狆，犵）为局部坐标系犛犻下的摩擦力旋转半径。由

式（３）可知，摩擦力的大小取决于摩擦因数与法向

啮合力，主动轮的摩擦力方向与相对速度方向相

反，从动轮的摩擦力方向与相对速度方向相同，则

可基于弧齿锥齿轮的齿面方程和啮合原理计算求

得齿宽中点在啮合坐标系犛ｈ下的位矢、法矢和相

对滑动速度方向，通过坐标转换即可得到在主、从

动轮局部坐标系犛ｐ、犛ｇ中的摩擦力方向和摩擦力

旋转半径。

考虑到弧齿锥齿轮副的两扭转自由度不相互

独立，存在刚体位移，引入啮合点法向相对位移

λｎ为新的广义坐标以消除刚体位移，定义为两齿

轮各坐标方向的位移投影至啮合力方向，规定沿

啮合力正方向的投影为负，则两齿轮啮合点间因

振动和误差而产生的法向相对位移为

λｎ＝－犪１犡ｐ－犪２犢ｐ－犪３犣ｐ－犪４犡ｇ－犪５犢ｇ

－犪６犣ｇ＋犪３狉ｐθｐ＋犪６狉ｇθｇ－犲ｎ（狋） （４）

式中狉ｐ、狉ｇ为两齿轮的啮合点半径，犲ｎ（狋）为齿轮

副的静态传递误差，其计算方法为

犲ｎ（狋）＝犲０＋∑
∞

犻＝１

犲犻ｃｏｓ（ｉωｅ狋＋φ犻） （５）

式中犲０ 为静态传递误差平均值，常取０；犲犻为齿轮

副的第犻阶误差幅值，常取１阶变量；ωｅ齿轮副的

啮合频率：ωｅ＝狀１×狕１／６０；φ犻 为犻阶相位角，常

取０°。

图１弧齿锥齿轮传动系统动力学模型相对应

的动力学方程为

犿ｐ̈犡ｐ＋犮ｐ狓犡ｐ＋犽ｐ狓犡ｐ＝犉狓ｐ＋狀ｆｐ狓犉ｆ

犿ｐ̈犢ｐ＋犮ｐ狔犢ｐ＋犽ｐ狔犢ｐ＝犉狔ｐ＋狀ｆｐ狔犉ｆ

犿ｐ̈犣ｐ＋犮ｐ狕犣ｐ＋犽ｐ狕犣ｐ＝犉狕ｐ＋狀ｆｐ狕犉ｆ

犑ｐ̈θｐ＋犉狕ｐ狉ｐ－犉ｆ狉ｆｐ狓 ＝犜１

犿ｇ̈犡ｇ＋犮ｇ狓犡ｇ＋犽ｇ狓犡ｇ＝犉狓ｇ＋狀ｆｇ狓犉ｆ

犿ｇ̈犢ｇ＋犮ｇ狔犢ｇ＋犽ｇ狔犢ｇ＝犉狔ｇ＋狀ｆｇ狔犉ｆ

犿ｇ̈犣ｇ＋犮ｇ狕犣ｇ＋犽ｇ狕犣ｇ＝犉狕ｇ＋狀ｆｇ狕犉ｆ

犑ｇ̈θｇ＋犉狕ｇ狉ｇ＋犉ｆ狉ｆｇ狓 ＝－犜２ （６）

式中犑ｐ、犑ｇ为主、从动轮的集中转动惯量；犜１、犜２

为输入、负载力矩，由均值和波动部分组成，即

犜１＝犜１ｍ＋犜１ｖ、犜２＝犜２ｍ＋犜２ｖ；犉犻犼（犻＝狆，犵；犼＝狓，

狔，狕）为法向啮合力沿坐标轴方向的分力。

结合式（４）和式（６），进行消除刚体位移处理，

可得

λ̈ｎ＋犪１̈犡ｐ＋犪２̈犢ｐ＋犪３̈犣ｐ＋犪４̈犡ｇ＋犪５̈犢ｇ＋

犪６̈犣ｇ＋
犪２３
犿ｅ
－
犪３μ（狉ｆｐ狓狉ｐ犑ｇ＋狉ｆｇ狓狉ｇ犑ｐ）

犑ｐ犑
［ ］

ｇ

［犮ｍλｎ＋犽ｈ（狋）犳（λｎ）］＝

犪３
犜１狉ｐ
犑ｐ

＋
犜２狉ｇ
犑（ ）
ｇ

－̈犲ｎ（狋） （７）

式中犿ｅ＝犑ｐ犑ｇ／（犑ｐ狉
２
ｇ＋犑ｇ狉

２
ｐ）为齿轮副的集中质

量，μ犿 为混合润滑状态下的摩擦因数。

对动力学方程进行量纲一化处理为

狓̈ｐ＋２ζｐ狓
狓ｐ＋κｐ狓狓ｐ－２（犪１＋μ狀ｆｐ狓）ζｐｍ

λ－（犪１＋μ狀ｆｐ狓）κｐｈ犳（λ）＝０

狔̈ｐ＋２ζｐ狔
狔ｐ＋κｐ狔狔ｐ－２（犪２＋μ狀ｆｐ狔）ζｐｍ

λ－（犪２＋μ狀ｆｐ狔）κｐｈ犳（λ）＝０

狕̈ｐ＋２ζｐ狕
狕ｐ＋κｐ狕狕ｐ－２（犪３＋μ狀ｆｐ狕）ζｐｍ

λ－（犪３＋μ狀ｆｐ狕）κｐｈ犳（λ）＝０

狓̈ｇ＋２ζｇ狓
狓ｇ＋κｇ狓狓ｇ－２（犪４＋μ狀ｆｇ狓）ζｇｍ

λ－（犪４＋μ狀ｆｇ狓）κｇｈ犳（λ）＝０

狔̈ｇ＋２ζｇ狔
狔ｇ＋κｇ狔狔ｇ－２（犪５＋μ狀ｆｇ狔）ζｇｍ

λ－（犪５＋μ狀ｆｇ狔）κｇｈ犳（λ）＝０

狕̈ｇ＋２ζｇ狕
狕ｇ＋κｇ狕狕ｇ－２（犪６＋μ狀ｆｇ狕）ζｇｍ

λ－（犪６＋μ狀ｆｇ狕）κｇｈ犳（λ）＝０

λ̈＋犪１̈狓ｐ＋犪２̈狔ｐ＋犪３̈狕ｐ＋犪４̈狓ｇ＋犪５̈狔ｇ＋犪６̈狕ｇ＋２犪ζｍ
λ＋犪κｈ犳（λ）＝犳＋犳ｅ＋犳ｖ （８）

式中犡犻 ＝犫ｎ狓犻；犢犻 ＝犫ｎ狔犻；犣犻 ＝犫ｎ狕犻；λｎ ＝犫ｎλ；τ＝ωｎ狋；ωｎ ＝
犽ｍ
犿槡ｅ

；ζ犻犼 ＝
犮犻犼
２犿犻ωｎ

；ζ犻ｍ ＝
犮ｍ
２犿犻ωｎ

；ζｍ ＝
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犮ｍ
２犿ｅωｎ

；κ犻犼 ＝
犽犻犼
犿犻ω

２
ｎ

；κ犻ｈ ＝
犽ｈ（狋）

犿犻ω
２
ｎ

；ω＝
ωｅ

ωｎ
；ωｆ＝

Ωｆ

ωｎ
；犪＝

犪３狉ｐ犿ｅ（犪３狉ｐ－μ狉ｆｇ狓）

犑ｇ
＋
犪６狉ｇ犿ｅ（犪６狉ｇ＋μ狉ｆｇ狓）

犑ｇ
；犳＝

犪３犜１ｍ
狉ｐ犿ｅ犫ｎω

２
ｎ

；犳ｅ ＝
犲１
犫ｎ
ω
２ｃｏｓ （ωτ）；κｈ ＝ １ ＋ ∑

犖

犻＝１

犽ａ犻
犽ｍ
ｃｏｓ（犻ωτ＋φｋ犻）＋

犽ｂ犻
犽ｍ
ｓｉｎ（ｉωτ＋φｋ犻［ ］）； 犳ｖ＝

犪３
犫ｎω

２
ｎ

狉ｐ犜１ｖ
犑ｐ

＋
狉ｇ犜２ｖ
犑（ ）
ｇ

＝犪［３ 犃ｆ１
犿ｅ犫ｎω

２
ｎ

ｓｉｎ（ωｆτ）＋
犃ｆ２
犿ｅ犫ｎω

２
ｎ

ｓｉｎ（ωｆτ ］）犳（λ）＝犳（λｎ）犫ｍ
＝

λ－１ （λ＞１）

０ （－１≤λ≤１）

λ＋１ （λ＜－１

烅

烄

烆 ）

。

２　参数计算

２１　时变啮合刚度

齿轮副的重合度一般不为整数，啮合过程中

同时参与啮合的齿对数随时间呈周期性变化，故

齿轮副的综合啮合刚度是个周期函数，本节基于

弧齿锥齿轮三齿模型进行轮齿承载接触分析求得

一个啮合周期内的扭转刚度离散值和啮合点半

径，进而计算得到啮合刚度离散值，采用傅里叶级

数进行拟合得到时变啮合刚度为

犽ｈ（狋）＝犽ｍ＋∑
犖

犻＝１

［犽ａ犻ｃｏｓ（ｉωｅ狋＋φｋ犻）＋

犽ｂ犻ｓｉｎ（ｉωｅ狋＋φｋ犻）］ （９）

式中犽ｍ 为平均啮合刚度，犽ａ犻、犽ｂ犻为啮合刚度波动

值，ωｅ 为啮合频率。考虑次谐和超谐响应的影

响，取３阶变量。

２２　摩擦因数

齿轮副的混合润滑由全膜润滑和边界润滑构

成，该状态下的滑动摩擦因数［１３］为

μｍｂ＝犳
１．２
 μｍｌ＋（１－犳）μｂｌ （１０）

式中μｂｌ为边界润滑状态下的滑动摩擦因数，常取

为常数０．１～０．２，μｍｌ为全膜润滑状态下的滑动摩

擦因数［１４］

μｍｌ＝０．０６０７
狇０
狏ｓ（ ）犚

０．２

η
－０．０５ σ

犱（ ）
１

０．２５

（１１）

式中狇０ 为单位齿宽上的法向载荷；狏ｓ为啮合点的

相对滑动速度；η为润滑油动力黏度；σ为平均齿

面表面粗糙度，σ＝ σ
２
１＋σ槡

２
２；犱１ 为主动轮分度圆

半径；犚为综合曲率半径，犚＝
犚１犚２
犚１＋犚２

；犳为混合

润滑下点接触载荷分布百分比系数［１５］

犳 ＝
１．２１

０．６４

１＋０．３７
１．２６

（１２）

式中＝
犺ｍｉｎ

σ
，犺ｍｉｎ为最小油膜厚度

［１６］，计算如下：

犺ｍｉｎ＝３．６３（η狌ｓ）
０．６８

μ
０．４９犚０．４９３·

犈－０．１１７
ω
－０．０７３（１－ｅ－

０．６８犽） （１３）

式中狌ｓ为卷吸速度；μｐ 为润滑油黏压系数；犽

为椭 圆 接 触 率；犈 为 综 合 弹 性 模 量，犈＝

２

１－狏２１
犈（ ）
１

＋
１－狏２２
犈（ ）
２

。

乏油润滑下的摩擦因数μｆ由边界润滑摩擦

因数μｂｌ和!

流润滑摩擦因数μｍｌ共同决定，计算

公式为［１７］

μｆ＝
犉
犠
＝
μｍｌ犠ｃ＋μｂｌ犠ｂ

犠
＝μｍｌ犽ｃ＋μｂｌ犽ｂ

（１４）

式中犽ｃ为!

流油膜的承载系数，犽ｂ为峰点接触的

承载系数，且犽ｃ＋犽ｂ＝１。

３　计算实例

表１为某直升机主减速器弧齿锥齿轮的基本

参数，该弧齿锥齿轮传动系统输入功率为１２００

ｋＷ，输入转速为２００００ｒ／ｍｉｎ。

表１　系统基本参数

犜犪犫犾犲１　犛狔狊狋犲犿犫犪狊犻犮狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

参数 主动轮 从动轮

齿数 ２９ ７６

模数／ｍｍ ３．７５ ３．７５

压力角／（°） ２０ ２０

螺旋角／（°） ３０ ３０

齿宽／ｍｍ ４０ ４０

轴交角 ７５ ７５

旋向 左旋 右旋

　　基于弧齿锥齿轮基本参数，采用变步长

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解动力学方程，考虑到啮合初

期的瞬态响应，将开始的数百个啮合周期剔除，以

得到系统在稳态下的动力学响应曲线。图２为混

合润滑状态下的弧齿锥齿轮传动系统沿啮合线方

向的时间历程图、动态啮合力图、相图和傅里叶变

０９６１
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图２　正常工况下非线性振动特性图

Ｆｉｇ．２　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｄｉａｇｒａｍ

ｕｎｄｅｒｎｏｒｍａｌｗｏｒｋｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

换（ＦＦＴ）频谱图。由时间历程图可知，齿轮副的

法向相对位移在［８０．０４５８，８５．４１８５］μｍ间波动；

由动态啮合力图可知，两啮合齿轮间为单边冲击；

由相图可知，弧齿锥齿轮传动系统为周期振动，从

ＦＦＴ频谱图可知，响应频率成分较单一。

３１　不同工况下动态响应特性

齿轮啮合过程中，齿轮润滑状态可根据油膜

厚度比进行分类［１８］：＞２为全膜润滑，＜０．２为

边界润滑，０．２＜＜２为混合润滑。润滑油的油

膜厚度、齿面的表面粗糙度都会对摩擦因数产生

影响，本节分析三种不同工况下的摩擦因数对动

态响应的影响，即正常工况下μ１、乏油状态下μ２

和干运转下μ３。

由图２～图４可知，混合润滑下法向相对位

移在［８０．０４５８，８５．４１８５］μｍ间波动，贫油润滑下

法向相对位移在［８０．０４６１，８５．４２１０］μｍ间波动，

干运转下法向相对位移在［８０．０４５７，８５．４７２２］μｍ

间波动。引入方均根值来评判摩擦因数对系统动

态响应的影响，由表２可知，传动系统的振动位移

和法向啮合力随摩擦因数的增大而增大，增长幅

图３　乏油状态下动态响应

Ｆｉｇ．３　Ｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｏｉｌｌｅｓｓｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ

１９６１
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图４　干运转下动态响应

Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｄｒｙｏｐｅｒａｔｉｏｎ

表２　相关方均根值

犜犪犫犾犲２　犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵狉狅狅狋犿犲犪狀狊狇狌犪狉犲狏犪犾狌犲

摩擦因数 振动位移／μｍ 法向啮合力／Ｎ

０．０２４４ ８２．９３７ １５０７０

０．０５ ８２．９３９ １５０７１

０．５２ ８２．９７７ １５０９２

度较小。

３２　重合度对振动幅值的影响

齿轮副的综合啮合刚度主要和单齿啮合刚

度、单齿对综合啮合刚度以及齿轮副的重合度等

参数有关，故重合度会直接影响啮合刚度。本节

基于齿轮宏观参数不变，采用齿面主动设计的方

法，调整大轮齿面接触迹线与根锥的夹角以得到

不同重合度，由于大轮齿面接触迹线的切线方向

与根锥的夹角为［０°，９０°］，故取大轮齿面接触迹

线与根锥的夹角为：１５°、４５°、７５°，该三种夹角所对

应的设计重合度为：２．１２５、１．４１７、１．２５，基于轮齿

加载接触分析（ＬＴＣＡ）得到这三种重合度下的时

变啮合刚度如图５所示，不同重合度下的齿轮副

动态响应如图６所示。

从图５中可以看得，随着接触迹线与大轮根

锥的夹角增大，重合度减小，啮合刚度也相应减

小；由图６可知，夹角为１５°时的振动幅值在

［８０．０１１２，８７．２０６７］μｍ间波动，夹角为４５°时的

振动幅值在［８６．５４８１，９１．８４９３］μｍ间波动，夹角

为７５°时的振动幅值在［８８．７４６８６，９５．３９８８］μｍ

间波动。引入方均根值来评判接触迹线与根锥夹

角对系统动态响应的影响，由表３可知，随着接触

迹线与根锥夹角的增大，重合度减小，传动系统振

图５　三种重合度下的啮合刚度

Ｆｉｇ．５　Ｍｅｓｈｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓａｔｔｈｒｅｅｃｏｉｎｃｉｄｅｎｃｅｄｅｇｒｅｅｓ
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图６　三种重合度下的动态响应

Ｆｉｇ．６　Ｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅａｔｔｈｒｅｅｖｏｉｎｃｉｄｅｎｃｅｄｅｇｒｅｅｓ

表３　方均根值

犜犪犫犾犲３　犚狅狅狋犿犲犪狀狊狇狌犪狉犲狏犪犾狌犲

接触迹线与

根锥夹角／（°）
重合度

振动

位移／μｍ

法向

啮合力／Ｎ

１５ ２．１２５ ８３．６１２ １４７３５

４５ １．４１７ ８９．２６３ １４８２９

７５ １．２５０ ９２．０８５ １４８６５

动位移增大，法向啮合力减小。

４　结　论

１）齿轮副处于不同工况下的摩擦因数不同，

随着摩擦因数的增大，传动系统振动位移和法向

啮合力随摩擦因数的增大而增大，增长幅度较小。

２）基于弧齿锥齿轮的宏观参数不变的基础

下，随着大轮齿面接触迹线与根锥的夹角增大，齿

轮副的重合度减小，啮合刚度也相应的减小。

３）重合度对传动系统的振动特性影响较大，

随着重合度的增大，传动系统振动位移减小，法向

啮合力减小。
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